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 ОПЕРАТОРы ПОТЕНцИАЛьНОГО ТИПА 
В ЗАДАЧАх ПРИКЛАДНОГО АНАЛИЗА

 Operators of potential type in problems  
of applied analysis

Рассматриваются эмпирические функции, заданные приближенно, на-
пример, на основе некоторых измерений наблюдаемого процесса или 

явления, полученных в эксперименте. Подобные функции часто встречаются в задачах мате-
матической физики и соответствующих численных моделях, использующих эти данные. При 
этом актуальной является задача восстановления или конструирования исходной функции 
по приближенным данным, которая решается в рамках конструктивной теории функций и те-
ории приближения функций. В работе реализуется подход, согласно которому исследуемые 
функции представляются так называемыми сингулярными интегралами. В ряде прикладных 
задач искомым функциям в качестве исходного предположения предписывается необходи-
мость представления в виде интеграла Стилтьеса. Подобные ситуации могут иметь место в 
теории потенциалов и тех задачах теоретической физики, которые используют интегральные 
операторы потенциального типа. Подобный подход заметно расширяет содержательную сто-
рону аппарата приближения функций, придавая ему большую эффективность и наглядность 
в тех задачах, когда приходится «конструировать» модель исследуемой функциональной 
зависимости по приближенным данным. При этом, те вычислительные схемы, которые свя-
заны с практической реализацией излагаемого метода в приложениях, в ряде случаев могут 
быть заметно проще и эффективнее тех алгоритмов, которые требуются для реализации ин-
тегральных представлений функций на основе сингулярных интегралов. В настоящей работе 
исследуемая функция представляется в виде интеграла Римана-Стилтьеса, на основе этого 
представления формулируется соответствующая оптимизационная задача и определяется 
ее решение. Рассматриваются примеры интегралов представления исследуемой функции 
и соответствующие схемы вычислений. Исследуются свойства получаемых приближенных 
решений и их связь со свойствами исходных функций. Излагается техника обобщенного 
дифференцирования интегралов представления функций, рассматриваются вопросы регу-
ляризации сходимости интегральных операторов обобщенного дифференцирования. При-
водится пример конструирования интегралов Стилтьеса на основе заданного множества 
параметризованных функций, формулируются и доказываются две леммы, определяющих 
выбор параметров соответствующей вычислительной модели.

Discusses empirical functions that are specified approximately, for example, 
based on some measurements of the observed process or phenomenon, 

obtained in the experiment. Such functions are often encountered in problems of mathematical 
physics and related numerical models that use these data. In this case the current task is the res-
toration or construction of the original function by an approximate data, which is solved in the con-
structive theory of functions and theory of approximations of functions. The work implements the 
approach according to which the studied functions are the so-called singular integrals. In a number 
of application tasks desired functions as the assumptions it prescribes a representation in the form 
of a Stieltjes integral. A similar situation can take place in the theory of potentials and the theoretical 
physics problems that use integral operators of potential type. This approach significantly expands 
the content side of the apparatus of approximation of functions, giving it greater efficiency and 
clarity in those tasks when you have to “construct” a model study of the functional dependence 
on approximate data. In this case, the processing schemes that are associated with the practical 
implementation of the method set out in applications that in some cases can be much simpler and 
more efficient algorithms that are required for the implementation of integral representations of 
functions based on singular integrals. In the present work, the investigated function is in the form of 
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the integral, Riemann-Stieltjes, on this view, formulate the corresponding optimization problem and 
defines its solution. Consider examples of integrals of performance of the studied functions and the 
corresponding computational scheme. We investigate the properties of the resulting approximate 
solutions and their relationship to the properties of the original functions. Outlines a technique of 
the generalized differentiation of integrals representations of functions, the issues of regularization 
convergence of integral operators of generalized differentiation. An example of the construction of 
Stieltjes integrals based on a given set of parameterized functions are formulated and proved two 
lemmas that determine the choice of appropriate parameters in the computational model.

Ключевые слова: эмпирическая функция, теория приближения функ-
ций, интеграл Римана – Стилтьеса, задачи прикладного анализа, син-
гулярные интегралы, операторы обобщенного дифференцирования.
Key words: empirical function, theory of approximation of functions, the in-
tegral Riemann – Stieltjes, problems of applied analysis, singular integrals, 
operators of generalized differentiation.

Введение
Представленная работа продолжает исследования авторов 

по конструктивной теории функций применительно к задачам восстановле-
ния функций по приближенным данным на основе их представления интегра-
лами [1, 2]. Использованный в названии работы термин «прикладной анализ» 
соответствует той интерпретации его содержательного смысла, которая ему 
дана в известной монографии К. Ланцоша «Практические методы приклад-
ного анализа» [3]. Основными задачами названной выше теории являются: 
 1) формулировка задач восстановления функциональных за-

висимостей по соответствующим приближенным данным, 
включая и эмпирические наблюдения; 

 2) разработка методов конструирования надлежащих анали-
тических выражений на основе сингулярных интегральных 
операторов; 

 3) разработка численных методов и алгоритмов для решения 
прикладных задач теории приближения функций. 

Перечисленные выше задачи в той или иной мере последо-
вательно излагаются ниже в данной работе.

Материалы	и	методы	исследований	
Остановимся кратко на формулировке решаемой ниже за-

дачи восстановления (конструирования) функции по приближенным данным. 
Допустим, что исследуется функциональная зависимость величины Y = {y  : c ≤ 
≤ y ≤ d} от величины X = {x : a ≤ x ≤ d} в предположении, что они действитель-
но связаны функционально друг с другом. Последнее обстоятельство фикси-
руется символом « f » и означает существование функционального отношения 
« x f y », допускающим совместное изучение пары (X,Y), где Y = {y : A1 ≤ y = f (x)< 
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< A2} и A1, A2 – некоторые постоянные. В пределах настоящей работы предпо-
лагается, что система (X,Y) представлена неким дискретным множеством зна-
чений B (  f  ) = {(xi, yi)}i=1

N . Удобно считать, что (xi, yi) = (x(ti), y(ti)), где ti  �  [t0,T ], 
то есть B (  f  ) ассоциируется с неким временным процессом. Подобная ситуа-
ция имеет место, когда B (  f  ) состоит из данных натурного эксперимента или 
является результатом последовательных вычислений. Ясно, что значения xi 
и yi являются приближенными числами. Когда требуется особо подчеркнуть 
это обстоятельство, будем писать  и . Известно, что выполнение арифмети-
ческих операций на множествах приближенных чисел требует определенной 
осторожности в силу возможной некорректности и неустойчивости операто-
ров решающего алгоритма [4]. Приближенный характер элементов множес-
тва B (  f  ) позволяет говорить о неопределенности, вносимой ими в резуль-
таты расчетов в процессе восстановления функциональной зависимости f, и 
требует той или иной оценки достоверности последних. Наиболее простым 
способом оценить неопределенность в исходных данных и ее влияние на ре-
зультаты интерпретации следует считать использование так называемых σ – 
приближений функций, которые ниже будем обозначать через fσ  . В ситуации, 
когда исследуемые функции f (x) являются в свою очередь элементами норми-
рованных функциональных пространств, ввести fσ(x) (x �  Ωx) можно, напри-
мер, с помощью соотношения

,   (1)

 где σ > 0 (достаточно малое число). 
  В условии (1) нормы ||  f (x)||

L2(Ω) и ||  fσ(x)|| 
L2(Ω) считаются срав-

нимыми. Последнее означает, что существуют такие два 
близких числа C1 и C2 , что

 
. (2)

Напомним, что fσ (x) в пределах Ωx = [a,b] считается извес-
тной (суммируемой) функцией при задании Bσ и, стало быть, || fσ ||L2(Ω) в при-
нципе можно вычислить. Напомним, что восстановление функции f (x) на Ωx 
по ее σ – приближению fσ (x) в определенной степени может рассматривать-
ся как задача теории приближения функций в рамках определенного аналити-
ческого аппарата. В частности, речь может идти о равномерном приближении 
функций степенными и тригонометрическими полиномами. Разумеется, что 
эти аппараты приближения в полной мере не исчерпывают того содержания, 
которое в принципе может ассоциироваться с понятием «восстановления» ис-
следуемой функциональной зависимости, о чем подробнее речь пойдет ниже. 

В пределах настоящей работы исходим из возможности представления 
исследуемой функции  f (x) в виде интеграла
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,  (3)

 где g � G  CΣ (Ω) и K(x,y) ядро интегрального оператора K 
((Kg) (x) = f (x,g)).

В рамках этого предположения требуется решить оптимизационную 
задачу типа

,  (4)

 где ε > 0 и достаточно мало. 
Решением оптимизационной задачи (4) является вспомога-

тельная функция g* (y) из функционального класса G, и соответственно вос-
становление f (x) на Ωx осуществляется с помощью функции вида (Kg*)(x) = 
f *(x). Критерием приемлемости подобного (аппроксимационного) подхода к 
определению f (x) в форме интеграла (3) является соотношение

.  (5)

Вопросы выбора ядра K (x,y) в интеграле представления (3), 
а также надлежащего функционального класса G, в пределах которого нахо-
дится элемент, минимизирующий функционал [f (x,g) – f (x)], должны увязы-
ваться с теми или иными особенностями решаемой прикладной задачи. 

Результаты	исследований	и	их	обсуждение

Примеры интегралов представления исследуемой функции  
и соответствующие схемы вычислений 
Будем рассматривать интеграл представления для исследу-

емой функции f (x) в виде интеграла Римана – Стилтьеса вида

, (6)

где ядром является функция

, (7а)
либо

 (7б)
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В выражении (6) P(y) называется интегрирующей функци-
ей. Ясно, что в данном примере речь идет о прикладных задачах теории по-
тенциала и каких-либо обоснований практической значимости модели (6) (то-
же fμ (x,P)) не требуется. Исходя из того, что f (x) представлена своим σ  – при-
ближением, оптимизационная задача представляется в виде

.  (8)

Решение P* можно считать приемлемым, если удовлетво-
ряется условие

.  (9)

В рамках аппроксимационного подхода к задаче восстанов-
ления функции  f (x) по σ – приближению  fσ (x) важным является следующее 
утверждение 1.

 Утверждение 1. При выполнении (9) удовлетворяется условие

.  (10)

При доказательстве этого утверждения можно исходить из 
неравенства (1) и соотношения (2), в котором C1 = 1 – σ и C2 = 1 + σ. Исполь-
зуются также аксиомы норм и метрик, индуцируемых последними. Вычис-
лительные алгоритмы строятся с учетом того обстоятельства, что исходные 
данные о функции  f (x) представлены множеством . Ин-
теграл в (6), как известно, представляется с учетом данного обстоятельства 
интегральной суммой вида

, (11)

где yl–1 ≤ ξl ≤ yl , ΔlP = P(yl) – P(yl–1) и { }m

ll
y 0=  – некое разбие-

ние отрезка Ω = [a,b] (m ≤ M). В этой ситуации, обозначая { }K

kk
ff

1, =
= σσ

r
 и 

( ) ( ){ } ( )NKPxSPS
K

kkmm
≤= = ,, 1

r
, приходим к конечномерному варианту опти-

мизационной задачи для квадратичной формы ( )( ) ( ) ( )k
l

PSfPSf

2
,

rrrr
−= σσρ  относи-

тельно вектора 
m

P ℑ∈
r

 с компонентами P(yl) (l = 1 ... m). Окончательным ре-
шением задачи восстановления f (x) в рамках изложенного подхода является 
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непрерывная функция Sm (x,P*) = 
l=1
Σ
m

  

Tμ (x,ξl) ∆l P
*. Численные методы и алго-

ритмы решения подобных задач теории приближения функций на основе их 
представления интегралами Стилтьеса подробно изложены в работах автора 
[1, 2].

В соответствии с изложенной выше теорией восстановления функций 
по BN (f  ) определяющую роль играют линейные функционалы вида fβ (x,P) 
(тоже fμ (x,P)) ассоциированными с интегралами Римана – Стилтьеса (6). На-
помним, что при β = 1 и μ = 0 последние становятся сингулярными (особая 
точка в нуле) и требуют использования способов регуляризации их сходимос-
ти. Условия β � (0,1) и μ > 0 вполне достаточны для построения устойчивых 
квадратурных процессов в приложениях. Функционалы fβ (x,P) и fμ (x,P) реша-
ют задачу построения приближения fβ (x,P*) и fμ (x,P*) для исследуемой функ-
ции  f (x) как непрерывной и ограниченной по переменной x � Ω. В этом смыс-
ле их можно считать аналитическими (расчетными) моделями f (x). 

Рассмотренный выше вариант интегралов представления далеко не 
единственный. В частности, в рамках теории интегрирования Стилтьеса мо-
жет быть рассмотрен случай (3), а именно

,  (12)

где g � G  CΣ (Ωy) и интегрирующая функция φ(y) считает-
ся заданной в пределах области интегрирования Ωy. Элемент g*(y), миними-
зирующий уклонение  ( )( ) ( )

2
,

L
gffgff −= σσρ  на G, определяется теми 

же численными методами, о которых говорилось выше. Можно лишь заме-
тить, что теперь помимо методов оптимизации (неявный способ обращения 
интеграла представления (12)) можно использовать и методы обобщенной 
инверсии интегральных операторов [5]. 

Схема вычислений примерно выглядит следующим образом. Обозна-
чим через Tφ оператор, соответствующий интегралу (12) (Tφ: g → f (g), g � G). 
Тогда g* должно удовлетворять интегральному уравнению первого рода вида 
Tφg ≅ fσ. Обобщенный (регуляризирующий) обратный оператор можно запи-
сать в явной форме, а именно

, (13)

 где α(σ) > 0 (α(σ) → 0 где σ → 0) – 
так называемый параметр регуляризации [6]. Эти пост-

роения приводят нас к аппроксимационному функционалу fφ (x,g*). В даль-
нейшем в целях упрощения записи аналитических выражений будем писать 
f *(x) вместо f (x,g*,φ) и f (x,φ*). Ясно, что поскольку определение f *(x) метода-
ми обобщенной инверсии интегралов представления осуществляется на ос-
нове данных f (N,f  ), то f *(x) в той или иной мере наследует свойства f (x). Ко-
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нечно, ответить на вопрос какие это свойства и в какой мере о них можно су-
дить, весьма затруднительно. Это предмет конструктивной теории функций 
[7]. Ниже ограничимся лишь качественным анализом основных свойств  f* (x) 
в рамках изложенного выше подхода и их возможной связи с аналитическими 
свойствами исследуемой функции  f (x).

Качественный анализ основных свойств  f *(x) 
и их возможной связи с аналитическими  
свойствами исследуемой функции  f (x)
В последующем анализе исходим прежде всего из того фак-

та, что  f *(x) и  f (x) достаточно (в пределах точности возможных вычислений 
во всяком случае) близки друг к другу. Последнее следует из соотношения

,  (14)

 где ε – достаточно малое число (ε(σ) → 0 где σ → 0, N → ∞). 

Если представляется возможным говорить о сходимости  
||f – f *|| → 0, то это только в среднем на Ωx и о поточечном сопоставлении f *(x) 
и f (x) конечно, речи быть не может. Можно говорить лишь о таких свойствах 
этих функций, как характер непрерывности, значении полной вариации фун-
кций в пределах Ωx , выпуклость и т.п. 

Исследуем прежде всего свойство непрерывности  f (x,φ) по перемен-
ной x � Ωx исходя из представления

,  (15)

 где x,y � R1 = (0, ∞). 

В принципе, без ограничения общности, можно считать, 
что ядро T(x,y) ≡ 0 в области |x – y| < μ

 
, что обычно и допускается в теории 

операторов потенциального типа. Вместе с тем следует заметить, что при ре-
шении вычислительных задач и прежде всего в случае привлечения методов 
вычислительного эксперимента, предпочтительно исходить из параметризо-
ванной модели (более «мягкой» как принято говорить), а именно

.  (16)
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В этом представлении величина μ (μ > 0) играет роль неопределенного 
параметра, конкретное значение которого выбирается надлежащим образом 
в прикладных задачах. Выбор подобных параметров следует отнести к мето-
дам качественного анализа, опирающегося в большей мере на вычислитель-
ный эксперимент.

Напомним, что непрерывность функционала f (x,φ) по переменной х 
требует выполнения условия | f (x2,φ) – f (x1,φ)| < ε всякий раз, когда |x2 – x1| < δ. 
С учетом (15) это приводит к необходимости доказать неравенство

 (17)

при |x2 – x1| < δ. При доказательстве (17) исходим из того, что интегрирующая 
функция φ(у) удовлетворяет условию

. (18)

Методы построения подобных функций будут рассмотрены 
ниже. Пока лишь заметим, что φ – интегрируемость в теории интегрирова-
ния Стилтьеса прямо связана с φ – измеримостью функций, что и гарантиру-
ется на основе (18) как будет показано далее. Очевидно следующее равенство

. (19)

Учитывая наличие ограничения |x – x| ≥ μ, приходим к неравенству

, .  (20)

Ясно, что условие |x2 – x1| → 0 имеет смысл лишь при уче-
те процесса μ → 0. В противном случае говорить о непрерывности f (x,φ) не 
представляется возможным. Нетрудно видеть, что отношение |x2 – x1| / μ2 оста-
нется ограниченным при |x2 – x1| → 0 и  μ → 0 только в том случае, если нало-
жить ограничение |x2 – x1| <  μ2 при μ → 0. Поскольку μ << 1, то μ3 < μ2 и, следо-
вательно, можно принять условие |x2 – x1| <  μ3. Тогда μ = |x2 – x1|1/3 и указанное 
выше отношение примет значение
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. (21)

Полученный результат можно сформулировать в виде сле-
дующего утверждения 2. 

Утверждение 2. Функции f (x,φ), определенные сингулярным интегралом 
(15), удовлетворяют условию Гёльдера с показателем γ, то 
есть

,  (22)

 где γ � (0,1/2) и M = 1/2. Подобные функции считаются непре-
рывными по Гёльдеру, если

. (23)

Известно, что совокупность подобных функций с нормой 
(23) образует В – пространство, играющее важную роль в изучении некото-
рых сингулярных интегральных операторов, появляющихся, в частности, в 
теории дифференциальных уравнений [8]. Свойство функций  f (x,φ) быть 
«непрерывными» по Гёльдеру в принципе можно распространить и на f (x) в 
силу их взаимной близости в соответствии с критерием (14) при φ = φ*. Ко-
нечно, подобное допущение следует считать «мягким» (нечетким), оставляя 
выбор значения показателя γ в пределах (0,1/2) открытым.

Несколько подобных замечаний можно сделать и относительно свойств 
f (x,g), представленной выше интегралом (12). Поскольку Tβ (|x – y|) → 0 при 
|x – y| → ∞, то можно указать некую окрестность вблизи диагонали y = x та-
кую, что

,   (24)

 где 
 
и ε > 0. 

Нетрудно построить явное выражение для оценки размеров 
области интегрирования. Имеем 

. (25)
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Подобные соотношения указывают на то важное обстоя-
тельство, что усредняющий (сглаживающий) эффект интегрирования в ле-
вой части (24) на подынтегральное выражение по существу ограничивается 
малой окрестностью точки х на вещественной оси, в пределах которой ядро 
Tβ (x,y) принимает свои наибольшие значения. Последнее означает, что пове-
дение fβ (x,g) как функции точки х определяется поведением функции g(y) в 
области δy(x,ε) (25). 

В свою очередь g(y) = (Tα
–1 fσ)(y) в рамках изложенного выше подхода к 

аппроксимации  на Bσ ( f,N ). Зависимость g*(y) от σ – приближения fσ(x) с уче-
том эффекта локализации интегралов представления (24) предопределяет в 
конечном итоге функциональную связь аппроксимирующих функций (фун-
кционалов) f (x,g) с исходными f (x). Соответствующие числовые характерис-
тики подобной взаимозависимости могут быть получены в вычислительных 
экспериментах при решении конкретных прикладных задач. Требуемое при 
этом программное обеспечение включает в себя квадратуры для вычисления 
сингулярных интегралов и методы обобщенной инверсии интегральных опе-
раторов (интегральных уравнений). Численные методы решения подобных 
задач описывались ранее авторами в работах [5, 9]. 

Заметим, что подобное программное обеспечение может быть исполь-
зовано и при решении дифференциальных уравнений с приближенными дан-
ными. В этой ситуации считается, что исследуемая функция  f  (x) представле-
на операторным уравнением Lq  f ≈ Sσ, где Lq – дифференциальный оператор с 
вектором коэффициентов q и приближенной правой частью Sσ. Если f  (x) ис-
кать в форме (12), то вспомогательная функция g (y) будет определяться как 
решение интегрального уравнения вида Kq g = Sσ 

. Ясно, что, как и выше g*(y) 
= Kq,α

–1 Sσ и аппроксимационный функционал принимает вид f (x,g*) = f  *(x). Ос-
тается напомнить, что в этом подходе найденные решения f  *(x) зависят от ин-
тегрирующей функции φ(y), параметров модели (β,μ) и параметров (α,σ), свя-
занных с приближенным заданием исходных данных и в значительной степе-
ни определяющих устойчивость решающих алгоритмов. Вопросы, связанные 
с выбором указанных параметров излагались в работах автора [10]. 

Метод обобщенного дифференцирования интегралов 
представления функций, регуляризация сходимости  
интегральных операторов обобщенного  
дифференцирования 
В связи с указанным выше возможным применением интег-

ралов представления следует сделать несколько замечаний, касающихся тех-
ники их дифференцирования по переменной x � Ωx. Речь идет о дифферен-
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цировании функций вида f (x,g,φ). Поскольку функции типа f (x,g,φ) и f (x,g) в 
пределах настоящего исследования являются непрерывными по Гёльдеру, то 
применение к ним методов обычного (поточечного) дифференцирования бо-
лее, чем затруднительно. В этой ситуации требуется построение так называ-
емых операторов обобщенного дифференцирования, реализуемых как некие 
интегральные операторы. Условно говоря, речь идет о технике дифференци-
рования на основе операций интегрирования. Численные методы и решаю-
щие алгоритмы применительно к задачам прикладного анализа изложены в 
работах авторов [1, 2, 5, 9]. Ясно, что если исследуемые функции представля-
ются интегралами Стилтьеса, то есть в основу положено свойство их φ – ин-
тегрируемости, возможны определенные модификации в аппарате обобщен-
ного дифференцирования, которые и описываются ниже. Изложение техники 
дифференцирования функций f (x,g,φ) и f (x,g) естественно начать с введения 
разностного оператора Dh, определяемого формулой

. (26)

Вопрос существования предела (Dh f  )(x) при h → 0 в каж-
дой точке x � Ωx остается открытым для функций f (x,g) = (Tφ g)(x) и  f (x,g) = 
(Tφ)(x). Поскольку указанные функции ограничены в пределах Ωx, то фор-
мально оператор Dh к ним применим при условии h > 0. В соответствии с тем, 
что говорилось выше о соотношении между параметрами h и μ в качестве оп-
ределения «производных» для f (x,g) можно полагать

. (27)

Ясно, что в вычислительном отношении подобный подход 
весьма сложен и навряд ли может быть оправданным с практической точки 
зрения. Совсем другое дело, если бы оператор Dh мог быть внесен под знак 
интеграла и операция «дифференцирования» осуществлялась вычислением 
интеграла ((DhTφ)g)(x) с ядром 1/2h [T(x + h,y) – T(x – h,y)]. Поскольку подоб-
ный интеграл будет расходящимся, необходимо решить вопрос о его регуля-
ризации путем надлежащего выбора соотношений между параметрами h и μ, 
определяющих оператор Dh в (27). С этой целью рассмотрим интеграл

. (28)

Поскольку

,

то 
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. (29)

Ясно, что для регуляризации сходимости подобного сингу-
лярного интеграла простого соотношения h ≥ μ, как это имело место выше 
в случае (19), уже недостаточно и необходимы более жесткие ограничения. 
Один из вариантов их построения может основываться на надлежащем выбо-
ре интегрирующих функций φ(y), используемых в исходном интеграле пред-
ставления. Если говорить более определенно, то предлагается ввести в рас-
смотрение специальные параметризованные подмножества функций {φτ(y)}, 
где 0  <  τ  ≤  d с последующим «оптимальным» выбором значений параметра τ. 
Относительно того, что говорилось выше о регуляризации интеграла (29) по-
добная оптимальность может быть связана с его ограниченностью при малых 
h для всякой пары (x,τ). Соответствующие приемы подобной регуляризации 
сходимости интегралов представления и их обобщенных обратных рассмат-
ривались подробно в работах авторов [2, 9], и касались в основном, интегра-
лов Римана. Для интегралов Стилтьеса можно указать определенные особен-
ности соответствующей регуляризации интегральных операторов обобщен-
ного дифференцирования.

 Остается заметить, что необходимость введения в математическую 
задачу параметризованных семейств функций (последовательностей) опре-
деляется, как правило, их некорректностью, ведущей к расходимости реша-
ющих алгоритмов. Вносимая при этом в задачу неопределенность разреша-
ется далее в заключительных операторах алгоритмов за счет надлежащего 
доопределения условий задачи априорными допущениями и числовыми 
критериями.

При выборе {φτ(y)} исходим из того, что любая функция этой после-
довательности помимо зависимости от переменной у, должна быть счетно-
аддитивной функцией элементарных интервалов Δl y = |[yl – 1, yl]|, связанных с 
измельчением Y = {yl}m

l=1 области интегрирования Ωy в интегралах представ-
ления для f (u). Последнее гарантирует корректное построение интегральных 
сумм вида (11) для интегралов Стилтьеса (12). В связи с последним сделаем 
некоторые предварительные замечания. Напомним, что всякий интеграл мож-
но рассматривать как функционал от области интегрирования (тоже функцию 
множества) Ω. В связи с этим для интеграла Стилтьеса можно писать

∫Ω dφ(y) = I (Ω,φ). (30)

Если Ω = [a,b], то I (Ω,φ) = φ(b) – φ(a) = |[a,b]|φ
 
, где через |Ω|φ 

обозначена так называемая φ – мера области интегрирования Ω. При построе-
нии интегральных сумм типа (11) требуется знать расчетные значения φ  – мер 
элементарных интегралов Δl (1,2,..., m), покрывающих область интегрирова-
ния Ωy =  Δl для измельчения Y = {yl}m

l=1. Ясно, что
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.  (31)

В правой части символ Δlφ следует понимать как результат 
действия разностного оператора Δ в точке y = yl на функцию φ(y). 

Выводы
Пример конструирования интегралов Стилтьеса на основе 
параметризованных множеств функций
Для того чтобы последующее изложение методов констру-

ирования интегралов Стилтьеса (12) на основе параметризованных множеств 
функций {φτ(y)} (τ > 0) было более наглядным, в качестве примера рассмот-
рим функциональную последовательность вида

, (32)

 где l = 1,2,... и d > 0 – некий числовой параметр. 

Подобные последовательности возникают в приложениях 
сингулярных интегралов функций в прикладном анализе [3]. Свойства пос-
ледовательности (32) могут быть охарактеризованы следующими предельны-
ми соотношениями. 

Лемма 1.  Для любого x � (a,b) φn(x) удовлетворяет условиям

 (33)

Доказательство. Докажем справедливость этих соотношений. Первое из них 
очевидно в силу того, что lim arctg(x) = π/2. 
Доказательство б) основывается на прямом вычислении ин-

теграла при данном п. Имеем

.   (34)
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Положим, что d = |Ωx| = (b – a), поскольку d – произвольная 
константа в (32). Выражение (34) в этом случае упрощает-
ся и принимает вид

. (35)

Учитывая, что  и  в пределе (33) дает требуемый 
результат. 

К доказательству последнего предельного соотношения в (33) вер-
немся ниже, а пока рассмотрим некоторые свойства последовательности 

( ){ }∞=1nn
xϕ , важные с точки зрения теории интегрирования по Стилтьесу (φ 

– интегрируемость функций). Нетрудно видеть, что φn (x) можно представить 
в виде суммы двух компонент ( ) ¸

¹
·

¨
©
§ −

= −

d

ax
narctgx

n

1
1, πϕ  и ( ) ¸

¹
·

¨
©
§ −

= −

d

xb
narctgx

n

1
2, πϕ , из 

которых первая не убывает в Ωx при x → b, а вторая нигде не возрастает. По-
добные свойства составляющих φ

n,1(x) и φ
n,2(x) позволяют классифицировать 

φ
n
(x) как функцию ограниченной вариации в области своего определения Ω. 

То, что φ
n
(x) � B ˅ (Ω) делает последовательность интегралов вида {∫ f

 
(x)dφ

n
}N

n=1  
сходящейся для всякой φ – суммируемой функции f (x). Последнее следует из 
теории интегрирования Стилтьеса. Последовательность {φ

n
(x)}∞

n=1 нетрудно 
преобразовать в параметризованное семейство функций {φτ(x)} (0 < τ ≤ d) пу-
тем введения в (32) параметра τ = d/n (обратно n = d/τ). В результате (32) пре-
образуется, принимая вид

. (36)

Представление (36) удобно при использовании в задачах 
представления функций оптимизационных алгоритмов. В итоге этих постро-
ений интегральные суммы для моделей (6) и (12) примут вид

, (37а)

, (37б)

 где Y – измельчение Ωy системой узлов {yl} m

l=1 и yl–1 ≤ ξl ≤ yl . 
В этих выражениях с учетом (36)

   
(38)
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Если узлы yl , (l = 1,..., m) равноотстоящие, то есть yl  – yl–1 = h для всех l, 
то можно использовать для расчета формулу

, (39)

 где a < y
l
 < b, l = 2,..., (m – 1).

Теперь третье предельное соотношение в (33) можно рас-
сматривать в виде

.  (40)

Для доказательства его справедливости преобразуем (39), 
используя известное тождество

 при xy > –1.

Поскольку y
l
 � (a,b) для всех l, то указанное ограничение всегда выполнимо 

(x  > 0 и y > 0). В итоге получаем формулу

.                 (41)

Ясно, что для всех yl, удовлетворяющих условиям (yl – a) (yl – a – h) ≠ 
0, (b – yl) (b – yl + h) ≠ 0, ( ) 0lim

0
=∆

→
lh

yτ
τ

ϕ  для всех h > 0. Подобное ограниче-
ние вполне приемлемо, ибо в концевых точках разностный оператор Δh прос-
то не определен. 

В вычислительных задачах с использованием так называемых сеточ-
ных моделей (тоже измельчений Y ) требуется вводить приемы, именуемые 
методами фиктивных точек [10]. То обстоятельство, что имеет место соотно-
шение (40), можно рассматривать как способ «управления» процессом сходи-
мости интегральных сумм (37) при h → 0 (m → ∞). Речь идет прежде всего 
о надлежащем выборе значений параметра τ (тоже интегрирующей функции 
φτ(y)) при конструировании аппаратов представления исследуемых функций 
f(x) в виде функционалов ((Tdφτ)g)(x). В практическом отношении речь может 
идти о построении прежде всего подходящей функциональной зависимости 
параметров h и τ (тоже функции h(τ) такой, что h(τ) → 0 при τ → 0). Послед-
нее особенно важно в тех приложениях, когда требуется не только восстанав-
ливать исследуемые функции, но и оценивать их обобщенные производные. 
В частности, оператор Dh в выражении Dh ((Tdφτ)g)(x) может быть заменен на 

 ФИЗИко-МаТеМаТИЧеСкИе НаукИ
 Операторы потенциального типа в задачах прикладного анализа



 «Наука. ИННовацИИ. ТехНологИИ»
 Северо-Кавказский федеральный университет58

оператор Dh(τ), который в отличие от исходного допускает его подведение под 
знак интеграла. В итоге получаем вычислительную схему вида ((Dh(τ)T )g)(x), 
реализуемую соответствующим квадратурным процессом.

Выбор параметров модели h и τ для аппроксимационных функциона-
лов типа fβ(x,g,φτ) = ((Tβdφτ)g)(x) в окончательном виде требует надлежащего 
вычислительного эксперимента для решаемой задачи, допускающей исполь-
зование каких-либо внешних ограничений на функции и операторы. Вместе 
с тем, используя аппарат анализа, связанный с теорией приближений функ-
ций f (x) интегралами представления типа fβ (x ,g,φτ), можно доказать справед-
ливость следующей леммы 2.

Лемма 2. В случае восстановления функции f (x) на Ωx, представлен-
ной своим σ – приближением f σ (x), имеет место следующее 
соотношение для параметров модели ((Tβdφτ)g)(x) 

.  (42)

Это соотношение можно в расчетах использовать в форме

, (43)

где константы C1 и C2 подбираются в вычислительном экс-
перименте. 

Остается напомнить, что численные методы, позволяющие 
строить вычислительные схемы, реализующие изложенную выше теорию 
приближения функций (и их производных) по приближенным данным пред-
ставлены в ранее опубликованных работах авторов [1, 2, 5, 9].
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